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J. Phys. A: Math. Gen. 16 (1983) 2891-2903. Printed in Great Britain 

Determination des invariants de Weyl et calcul des 
coefficients de couplage des groupes unitaires 

M Hage Hassant 
Institut de Physique Nucleaire (et IN2P3), UniversitC Claude Bernard Lyon I, 43, Bd du 
11 Novembre 1918,69622 Villeurbanne Cedex, France 

R e p  le 23 juillet 1982, en forme definitive le 30 mars 1983 

Resume. Nous presentons une nouvelle approche pour la determination des invariants 
de Weyl des groupes unitaires en prenant comme point d’appui, la fonction generatrice 
de la base de la representation des groupes unitaires que nous avons construite dans 
untravail anterieur. Nous obtenons, pour les invariants de Weyl, deux expressions en- 
termes fonctions.des paramttres dont dipend la fonction gentratrice et dans I’une d’elles, 
apparaissent les coefficients de couplage. La comparaison des developpements des deux 
expressions obtenues permet le calcul des coefficients de couplage. L’application de cette 
approche au calcul des coefficients de couplage du produit direct [A ‘01 0 [A 2 w 2 ]  du groupe 
SU(3) nous a donne une expression du facteur isoscalaire ou n’intervient aucune somma- 
tion, alors que I’expression des coefficients de couplage connue jusqu’i ce jour en comporte 
cinq. 

Abstract. We present a new approach for determining the Weyl invariants of unitary 
groups. Such an approach is based on the generating function of the basis of the 
representation for unitary groups built in an earlier work. We obtain two expressions for 
the Weyl invariants, both including the parameters involved in the generating function. 
Coupling coefficients appear in one of the expressions. The comparison of the develop- 
ment of the two expressions allows the calculation of the coupling coefficients. The 
application of this approach to the calculation of the coupling coefficients for the direct 
product [A’OIO [A2p2] of SU(3) leads to an expression of the isoscalar factor where no 
summation occurs in contradistinction with the known expression for the coupling 
coefficients which involve five summations. 

1. Introduction 

Les coefficients de couplage des groupes unitaires couplent tr6is ktats d’une reprksenta- 
tion irrkductible pour donner un scalaire appelC invariant de Weyl ou invariant de 
Van der Waerden. Pour spkcifier la reprksentation irrkductible des groupes unitaires, 
Biedenharn et af (1969) ont trouvC une solution dans le cas de SU(3) et ont suggCrC 
une extension de leur mCthode au cas de SU(n). 

Moshinsky a observC qu’un ensemble d’C1Cments de la base de la reprksentation 
irrkductible contenue dans le produit direct de p reprCsentations irrkductibles de SU(n ) 
preuvent 6tre considCrCs comme les ClCments d’une base de la reprksentation irrkduct- 
ible de S U ( p ( n  - 1)) et en appliquant la mkthode infinitksimale, Moshinsky (1962) a 
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obtenu une expression des coefficients de couplage [ A  ‘01 0 [ A  2p ’3 du produit direct 
du groupe SU(3) oh interviennent cinq sommations. Par la suite, une formule de 
rCcurrence donnant les coefficients de couplage des groupes unitaires a CtC prCsentCe 
par Brody et a f  (1965). 

Une autre approche, dCsormais largement connue et dkji  pressentie par Weyl en 
1925 a CtC exposCe par Van der Waerden en 1932, pour le calcul des coefficients de 
couplage du groupe SU(2): elle consiste en la construction des invariants de Weyl i 
partir de scalaires ClCmentaires du groupe SU(2) et en leur dCveloppement sur la base 
de la reprksentation du groupe SU(2). Cette mCthode a 6tC depuis, exploitCe par 
Chew et Sharp (1967), Resnikoff (1967), Sharp et Lee (1971), et Hongoh (1974), qui 
se sont attach& au calcul des coefficients de couplage des groupes unitaires pour n 2 3 
et ont construit, tous les scalaires ClCmentaires des groupes unitaires. Cependant, 
dans leur travail, ils se sont heurtCs i de grandes difficultCs au niveau de la construction 
des invariants de Weyl. 

Notre approche consiste A construire la fonction gknkratrice de la base de la 
reprksentation des groupes unitaires (Hage Hassan 1983) et A extraire l’expression 
des invariants de Weyl des ClCments de la base de la reprksentation du groupe 
SU(3(n - 1)) que nous dkterminons. Nous constatons que notre dCmarche est en 
accord avec l’observation de Moshinsky citCe prCcCdemment. 

En effectuant de deux manikres diffkrentes le dCveloppement de la fonction 
gCnCratrice des groupes unitaires que nous avons Ctablie (Hage Hassan 1983), nous 
obtenons deux expressions diffCrentes des invariants de Weyl, en termes faisant appel 
aux paramktres dont dCpend cette fonction. La comparaison des dCveloppements des 
deux expressions obtenues nous donne les coefficients de couplage des groupes 
unitaires. 

Notre mCthode se caractkrise par sa simplicit6 et sa gknCralitC, car elle permet 
sans difficult&, le calcul de tous les coefficients de couplage des groupes unitaires et 
1’Ctude de leurs propriCtCs de symCtrie. L’application de cette mCthode au calcul des 
coefficients de couplage [ A  ‘01 0 [A2p2]  du produit direct du groupe SU(3), prCsentC 
prCcCdemment par Moshinsky, nous donne l’expression de ces coefficients sous la 
forme d’un produit de deux termes, oh l’un des facteurs est le symbole 3-j  du groupe 
SU(2) et l’autre terme est le facteur isoscalaire du groupe SU(3). I1 est important de 
souligner que l’expression du facteur isoscalaire du groupe SU(3) que nous obtenons, 
ne fait intervenir aucune sommation. 

Nous consacrons 3: 1 de ce travail au rappel des rksultats dont nous avons besoin. 
Dans 3: 2 nous construisons la fonction gCnCratrice des invariants de Weyl des groupes 
unitaires. La troisikme partie donne la construction de la fonction gCnCratrice des 
coefficients de couplage des groupes unitaires. Dans 3: 4 nous calculons les coefficients 
de couplage du produit direct [ A  ‘01 0 [A2p2]  du groupe SU(3). I1 est important de 
souligner que ce travail fait suite au travail sur la fonction gCnCratrice de la base de 
Gel’fand de la reprksentation du groupe unitaire (Hage Hassan 1983). 

2. L’espace de la representation de Bargmann-Moshinsky des groupes unitaires 

2.1. Espace de Bargmann 

Nous appelons .9,, l’ensemble des fonctions analytiques entikres f ( z ) ,  ou z = 
( z l ,  z2 ,  . . . , z , )  est un point de l’espace Euclidien complexe i n dimensions de C,,. 
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Le produit scalaire de deux ClCments f et f' de 9, s'kcrira 

f(zf'k ) dpn  (2 1 (f, f ' )  = 

avec la mesure 
n 

dp, , (Z)=r-n  exp[-(fz)] n dZk 
k = l  

Oil 

Le complexe conjuguC de f(z ) est f(z. 

dCfini par 
A chaque transformation unitaire U, de C, on fait correspondre un opirateur Tun 

( T L T ~ ~ ) ( z )  =f( 'Un(Z)) ,  (3) 

'U,, est le transpose de U,,. 

2.2. Repre'sentation de Bargmann-Moshinsky 

Nous considkrons l'espace D[h], avec [h] = [h l  . . . , h,], des polynemes homogenes qui 
est un sous-espace de 9". Toute fonction appartenant i Drhl est dCfinie par 

~ ( A ~ z ~ , A ~ z ~ ,  . . . , A , , z " ) =  n A:f(z', . . . . , z n )  
i = l  

(4) 

avec 

k l S k 2 S k 3 2 . .  .ak, , ,  z L  E c,, 
hi  = k l -  k2, h2= k2-k3,. . . , h, = k,. 

Les vecteurs de la base du sous-espace Dp,], base de Bargmann-Moshinsky, sont des 
polyn8mes homogenes (z ', . . . z " )  qui satisfont les conditions suivantes 

ou h, sont des entiers positifs, et on note 
n 

c"= z;a/az;. 
k = l  

(7) 

Les vecteurs r,,(ii/) forment une base de la rephentat ion irreductible de U(n) ,  de 
plus ils sont fonctions de dkterminants A,, , ,  . . . i , ( z )  = det(z$)jb, a ,  b = 1, . . . ,1. Dans 
la suite de ce travail nous utiliserons, soit r,,(\:;)(z', . . . , z " ) ,  soit r,,(iL;)(A). 

Nous nous limitons a 1'Ctude des groupes SU(n),  dont la base rn(i:i) n'est fonction 
que de (n - 1) vecteurs seulement (Moshinsky 1963) et h,, = 0. 
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Dans le cas oh n = 3 ,  les vecteurs de la base de la reprksentation sont donnCs dans 
les notations de Gel'fand par 

avec 

et 

Y =-(2A + ~ ) + 3 ( ~ + 4 )  O S p S A  

f=' 2 P  +1. 2 b - 4 1 ,  O s q s / . L  

t ,  = t - r ,  r = 0 , 1 , .  . . , 2 t ,  

oh y est I'hypercharge, t et tz sont respectivement, l'isospin et sa projection sur l'axe 
des z .  

2.3 Espace produit direct et reprhsentation irrhductible continue d a m  le produit direct 

2.3.1. L'espace produit direct. Fn1 0 Fn2 0 F,,, 0 . . . 0 FnD correspond B une 
dCcomposition de F,, = F ( n 1 + n 2 + .  . . + n p )  avec n = X i = 1  ni. P 

D 

Si n l  = n 2  = . . . = np = n - 1 ,  I'espace produit direct sera notk F F ' e t  dans ce cas 

( 1 1 )  T ( 1 . 2 . . . . . P l  U" f ( z )  = f ( V , z 1 , .  . . , l U n Z p ( n - l ) ) ,  

2.3.2. Repiisentation irrhductible continue dans le produit direct. Nous dCsignons par 
r,,(\L:j) la base du sous-espace D [ h k  La base du produit direct lIEzl @DEhkl  de Sf: 

avec 

, * . * , z k ( n - l ) )  est n; = rn  ( t k f  ( k  - 1 ) ( n  - 1 )+ 1 ( k  - 1)) ; -  1 ) + 2  , z  
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Pour determiner la base de la representation irrkductible de l'espace produit direct 
n",=, @ D [ h k ] ,  nous suivons la mithode proposke par Moshinsky (1963). Nous cher- 
chons les polynbmes P ( z  ', . . . , z i n - l b  ) qui vCrifient les conditions suivantes 

Clip = h fp  (15) 

c " p  = 0 s i i < j  i, j = (k - l ) ( n  - l )+ 1, .  . . , k(n - 1) (16) 

avec k = 1, 2 ,3 .  
Pour analyser le produit direct de SU(n), Moshinsky observe que I'on peut se 

limiter au sous-ensemble des polynames qui forment les Clkments de la base des 
sous-espaces irrkductibles de la base de la representation de SU(p(n - l ) ) ,  vkrifiant 
les conditions (15)-(16). Dans la suite de ce travail, nous dkterminons une partie de 
ces polynbmes A l'aide de la fonction generatrice de la base de Bargmann-Moshinsky 
des groupes unitaires que nous avons construite (Hage Hassan 1983). 

3. Fonction generatrice des invariants de Weyl 

3.1. Les invariants de Weyl 

Nous allons exposer la mkthode de la construction des invariants de Weyl, proposCe 
par Bargmann (1962) dans le cas du groupe SU(2) et sa generalisation par Resnikoff 
(1967) ( n  > 2 ) ,  pour la clartk de la suite de ce travail. Pour cela nous allons dCfinir 
la representation unitaire et ensuite nous nous attacherons A la determination des 
reprksentations irreductibles contenues dans le produit direct I'I:= 1 0 Dchil. 

La representation unitaire D[hl(U,) est definite par la restriction de Tun sur le 
sous-espace D[h]: 

DtL7j(h)(U,) sont les Clkments de la matrice de la representation du groupe U ( n ) .  

de base r,,(:ki) un autre vecteur de base I',,(\kj)c tel que 
La representation D[hl (  U,) etant unitaire nous pouvons associer a chaque vecteur 

La representation Drh'( U,)  est le complexe conjugue de la representation Drhl( U"). 
La dkcomposition du produit direct de deux reprksentations unitaires Drh'l 0 Drhzl 

en une somme directe de representation irrkductible, Drh3', s'effectue selon la formule 

g est le nombre de fois oh la reprksentation irrkductible Drh3' est contenue dans le 
produit direct Dch']  3 Drh *I. Ceci implique qu'il existe g reprdsentations irrCductibles 
D i ; t i ] , [ h 2 ] ,  (P = I , .  . . , g) ,  contenues dans le produit direct n t l  @D[hL]  et qui ont la 
msme dimension que D[h']. Si c~n( { i : 3  est un vecteur de base de D F h i ] , [ h 2 ]  nous avons 
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Nous considCrons les vecteurs {a,} du produit direct lI;=, 0 D[hl, 

( 1  2.3) Ces vecteurs sont orthogonaux et sont invariants par la transformation Tu; 

( 2 2 )  

Inversement, si nous avons un ensemble de vecteurs {h,}  orthonorm& du produit 
direct IIkl 0 D[hl~ tel que 

T $ f V 3 ) h p  = h, ( 2 3 )  

TI 1,293) 
U. aP =a,. 

h, se dCcompose dans le sous-espace Drh31 comme suit 

en reportant l'expression ( 2 4 )  dans ( 2 3 ) ,  en comparant les deux membres et en tenant 
compte du fait que la reprksentation D r h 3 ]  est unitaire, nous obtenons 

En appliquant le lemme de Schur (voir Bargmann 1962) nous dCduisons que 

oh N3 est la dimension du sous-espace D[h3]. 

produit direct II?=, o D[hl] comme suit 
En reportant l'expression ( 2 6 )  dans ( 2 4 )  nous pouvons dkcomposer h, sur le 

avec ( ~ ~ ~ \ t ~ ~ { ~ ~ ] ) ,  qui sont les coefficients de couplage ou symboles 3 [ h ]  des groupes 
unitaires. 

Les vecteurs h, sont les invariants de Weyl ou de Van Der Waerden. Dans le cas 
oc rn($;) sont les mineurs A;, , , . j , (z)  E Dp,'] ( I  < n,  i = 1 , 2 ,  3 ) ,  les invariants de Weyl 
seront appelCs les scalaires ClCmentaires. Deux scalaires ClCmentaires sont compatibles 
lorsque le produit ne se dCcompose pas sur le produit des autres scalaires ClCmentaires. 

3.2. Ditermination des invariants de Weyl 

Les invariants des Weyl h,  sont des polynhmes invariants par T$n2'3). Ceci implique 
que le polynBme h,.est fonction de scalaires ClCmentaires et plus particuliCrement des 
scalaires ClCmentaires compatibles (Hongoh 1974).  Par exemple, dans le cas oc n = 3 ,  
la base de la reprksentation du produit direct III?=,  @D[h']  est 

avecz'  = ( z \ ,  z l ,  2;). 



De'termination des invariants de Weyl 2897 

Les scalaires ClCmentaires s'expriment dans ce cas A l'aide de produits scalaires et 
de produits vectoriels de l'espace A trois dimensions et nous obtenons huit scalaires 
ClCmentaires 

(29) z 1  . ( z 3 ~ Z 5 ) ,  z 1 . ( z 3 ~ ~ 4 ) ,  z 1  . ( Z 5 ~ z 6 ) ,  z ~ ( z ' A z ~ )  

23 ( z 5  A z 6 ) ,  z 5  - (2' A z') ,  z 5  - ( z 3  A z4), 

Ces scalaires sont invariants par T':;2'3' et vCrifient les conditions (15)-(16). 
Nous pouvons classer les invariants de Weyl en deux groupes (Chew et Sharp 

1967), les invariants qui sont fonction des sept premiers scalaires, et les invariants 
qui sont fonction des sept derniers. Ces invariants sont des polynames homogenes et 
orthogonaux entre eux (Bargmann 1962, Resnikoff 1967). Nous savons que parmi 
les dkterminants qui constituent Ies variables de la base de la reprksentation du groupe 
SU(6) figurent les sept premiers dkterminants. Ainsi, nous pouvons choisir pour h,, 
les vecteurs de la base de la reprksentation de SU(6) qui vkrifient les conditions 
(15)-(16) et nous notons ces invariants h3(iLi). 

Le dCveloppement de h3([; j )  sur la base (28) permettrait la dktermination des 
symboles 3 [ h ]  de Wigner (Chew et Sharp 1967). Mais nous exposerons dans la suite 
de ce travail, une autre mCthode de calcul des symboles 3 [ h ]  qui utilise la fonction 
gCnCratrice de ces symboles. 

Pour n 2 4 ,  la base I I ~ = l r , , ( [ ~ ~ / ) ( A i )  de n?=, 0 DEh'] Ctant fonction de dkterminants 
( A i ) ,  nous pouvons construire les scalaires ClCmentaires h l'aide de ces dkterminants 
(Sharp et Lee 1971, Hongoh 1974). Les scalaires ClCmentaires sont invariants par 

et vCrifient les conditions (15)-(16), de plus les invariants de Weyl h Q ( A 1 ,  A', A3) 
sont fonctions de ces scalaires. Les invariants de Weyl ktant orthogonaux (Resnikoff 
1967) et Ctant fonctions de scalaires, peuvent t t re  classCs en plusieurs groupes (Sharp 
et Lee 1971). Mais pour le calcul des coefficients de couplage des groupes unitaires, 
nous nous limitons A la recherche des invariants de Weyl qui constituent les Cltments 
de la base de la reprksentation irrkductible du groupe SU[3(n - l)] et nous dCsignons 
ces invariants par h n ( $ j ) ( A 1 ,  A2,  A 3 ) .  

(zl A z 2 )  [(z3 A z4) A (2' A 2 7 1 .  

~ ( 1 . 2 . 3 )  

3.3. De'termination de la fonction ge'niratrice des invariants de Weyl 

La fonction gCnCratrice de la base I',,(\Lj) s'obtient par deux mCthodes diffCrentes que 
nous exposons dans le paragraphe suivant. Nous Ccrivons 

( 3 0 )  C Anqn(hILY, ( Y ,  z))rfl((h))(A(z))=exp(C [ h  1 r P j i ( z n ) )  
hu. 

avec 
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Les coefficients A,,, ont une longue expression, nous omettons de les transcrire dans 
ce travail (voir Hage Hassan 1983) {x,(zn)} est l’ensemble de mineurs {A(z)}= 
{A,l Jz); I s n l .  

La fonction gCnCratrice des invariants de Weyl du groupe SU(n)  se dCduit de 
l’expression (30) d’une part en remplaqant n par 3(n - 1) et h,, = 0 d’autre part en 
sClectionnant les scalaires ClCmentaires ’ X , ( Z ~ ( ~ - ~ ~ )  parmi les variables x, ( Z 3 ( n - l ] )  nous 
dkterminons les variables ’cp & n - l l  correspondantes de @ & - l l .  En examinant les 
paramCtres (y, z )  des variables c p k ( f l - l )  nous remarquons qu’un ensemble de ces 
parametres ne figure pas dans toutes les variables Sq&n-ll. Si nous remplaGons ces 
paramktres par ztro dans l’expression (30) et en posant n = 3(n - 1) nous obtenons 
la fonction gCnCratrice des invariants de Weyl h,(\ki)(A’, A’, A3). Ainsi nous Ccrivons 

(31) 

Les scalaires s X , ( Z 3 ( f l - 1 ) )  sont fonctions de A’, A’, A3 et nous les notons ’xi(A1, A2, A3). 
La fonction gCnCratrice (31) joue un rBle important puisque c’est grice B elle que 
nous obtenons la fonction gCnCratrice des coefficients de couplage des groupes uni- 
taires. 

= e x p ( x  I S p i ( n - 1 ) s X i ( Z 3 ( n - l )  1) . 

4. Fonction generatrice des coefficients de couplage des groupes unitaires 

4.1. Fonction g4niratrice de la base canonique des groupes unitaires 

La construction de fonction generatrice des vecteurs de la base r,,(\k;) est obtenue 
(Hage Hassan 1983) par deux mCthodes diffCrentes. 

La premibre consiste 2 multiplier les vecteurs rn (1:;) par in (n + 1) paramktres not6 
cp,(hpV, (y, z ) )  dont les puissances dCpendent de h,, puis nous faisons la sommation 
sur tous les indices. Le sous-espace D h est de dimension finie, de plus, nous pouvons 
ordonner les vecteurs de la base Ainsi chaque vecteur de la base r,,(\:;) se 
dCduit du vecteur maximal r, ((At:)) ou minimal r, ((k?;)) par l’application des opbrateurs 
d’kchelle R f  ou L f  (Nagel et Moshinsky 1965) comme suit 

/I 

N et N’ sont des constantes de normalisation. 
Nous observons dans la construction des fonctions gCnCratrices: B chaque Ctat est 

associC un produit de parambtres dont les puissances sont Cgales aux puissances des 
opkrateurs d’Cchelle appliquCs aux Ctats extrbmes pour obtenir chaque &at. Ainsi 
nous pouvons prendre dA,, d : ,  et h,, comme puissance des parambtres z et y et nous 
Ccrivons que: 
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Les vecteurs de base r,($;) sont des polyn6mes homogknes par suite la fonction 
gCn6ratrice de ces vecteurs prend la forme de l’expression (30).  

La deuxikme m6thode a et6 construite B partir des observations suivante: d’une 
part en remplafant dans le second membre de l’expression (30) c p i  par (X~(Z,,))~ nous 
obtenons un invariant par la transformation T:;’’. 

GW),  ~ ( z ’ ) )  = exp( c (xi(zA))cxr(zn))* (32) 

D’autre part, dans l’espace produit direct Dlh] 0 Dp,], les invariants ont la forme 

Nous notons par k A ( A ( z ) ,  c p )  la fonction qui se dCduit de k , , ( A ( z ) ,  A(z’))  par la 
substitution de ( X ~ ( Z ; ) ) ~  par cpt. I1 est nature1 de voir si la fonction G(A(z), c p ) =  
exp(Xl cpkx, (2,)) s’Ccrit comme une combinaison 1inCaire de k , ( A ( z ) ,  cp). La demonstra- 
tion rigoureuse (Hage Hassan 1983) s’effectue l’aide d’une mCthode de recurrence 
que nous omettons d’Ccrire pour sa longueur ainsi que la constante B, qui intervient 
dans le developpement: 

4.2. Calcul de la fonction giniratrice des coefficients de couplage 

Pour determiner la fonction gCnCratrice des coefficients de couplage, nous disposons 
de deux expressions differentes de kA(A(z),  c p ) :  

Dans le produit direct II?=1 (%D[h’], nous dCsignons par II?=I k :  = IIf=l k;[A’, ‘q] et 
nous considbrons le produit scalaire (hp, II?=l k : ) .  Nous remarquons en nous servant 
des expressions (35) et (27) que: 

= hp(lcp, *cp, 3 q ) .  (37) 
Nous obtenons une autre expression du produit scalaire (hp,  II:=, k : )  en utilisant les 
expressions (36) et (27) 

A; et B’, se dCduisant de A,, et B, en  remplafant h,, par h1,. En comparant les 
relations (37) et (38), nous obtenons 
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Le dkveloppement du premier membre et la comparaison du rCsultat obtenu avec le 
second membre, nous donne l'expression des coefficients de couplage des groupes 
unitaires. 

Dans le chapitre suivant, nous utilisons cette expression pour calculer les coefficients 
de couplage du produit direct [A1O]O [A'p'] du groupe SU(3).  Nous nous limitons 
au cas oh les invariants de Weyl, h,, sont les ClCments de la base de la reprksentation 
de SU(3(n - 1 ) )  et h,('q, 'q, 3q)  devient h,,($;)('q, ' q ,  3q) ,  La fonction gknkratrice 
des coefficients de couplage des groupes unitaires se dCduit de l'expression (31) par 
la substitution de A' par 'V. Ainsi nous obtenons: 

Cette fonction gCnCratrice prksente un grand intCr&t, non seulement pour le calcul 
des symboles 3[h]  des groupes unitaires, mais aussi, pour 1'Ctude des symCtries de ces 
coefficients de couplage. 

5. Expression des coefficients de couplage du produit [A'O] 0 [A ' p  *I du groupe 
SU(3) 

Les invariants de Weyl h, sont des polyn6mes homogknes de zl,. . . z 6  et ils vCrifient 
les conditions ( 1 5 )  et (16)  ce qui donne 

C " h ,  = ( A  +/.L ' ) h p ,  C Z 2 h ,  = p 'h,, C"h,  = 0. 

C33h,  = ( A  * + p *)h,, C44h,  = p 'h,, C'4h, = 0 ,  ( 4 1 )  

C S S h ,  = ( A  + p 3)h,, C66h,  = p 3 h p ,  C56h,  = 0. 

Pour dCterminer les invariants de Weyl h,, dans le cas gCnCral, il faut utiliser la 
mCthode que nous avons dkjl  exposke au paragraphe (3) .  Mais dans le cas oh l'un 
des pi = 0, nous pouvons chercher les invariants qui sont fonctions des scalaires 
ClCmentaires et qui satisfont aux conditions ( 4 1 ) .  La solution dans ce cas est dCjA 
connue (Resnikoff 1 9 6 7 )  

[ z  
~ R , I  = 4 k i )  ko!  

( z 3  A zS) lko  [ z 3  - ( z5  A z 6 ) l k l  [z' - ( r 5  A z6)lk2 [z5 - ( z 3  A z4)]k6 

k l !  k5! kg! 

[ z  ' ( z  A z 4 ) ] k 5  
X 

k2! 

Le coefficient de normalisation A ( k i )  a pour valeur 

2ko!kl!k2!k~!kg!(ko+kl+1)!(ko+k6+1)! 
A ( k ' ) =  ( ( p  + 2 ) ! ( k o +  k l  + k ~ +  l ) ! ( k o +  k l +  k 6 +  l ) !  ( k o +  k s + k g +  I ) !  

avecp = k o +  k l +  k2+ k5+ k 6 .  
Pour determiner les coefficients de couplage, nous devons calculer hp(l+9, 'q, 3q),  

(voir (39)) ,  ce qui implique la connaissance des variables 'qn. Ces variables se dCduisent 
de la fonction gknkratrice de la base de la reprksentation du groupe SU(3)  qui est 
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Dans h [ k , ] ,  nous remplasons z - (2 A 2 '), z * ( z  ' A z '), z ' - (2 A z '), t - ( z  A z 6 ,  et 
2' . ( z 3 ~ z 4 )  respectivement par e ' . ( e 2 ~ e 3 ) , e ' . f 3 , e 3 . f 2 ,  e Z * f 3 ,  et e ' a f ' .  
L'expression (39) s'ecrit alors 

A(ki)[e' * (e2he3)Ikn(e2 ~ f ~ ) ~ l ( e '  *f3),"2(e1 f2)ks(e3 . f 2 ) k e  

ko! k l !  k z !  k5! k g !  

Nous dCveloppons le premier membre de (45) en utilisant les relations (44) et la 
fonction gCnCratrice de la base de la representation du groupe SU(2) (Schwinger 1965): 

1/2 

[( T + 1)!]-'/2[w 'w 2 ] T - 2 r 3 [ ~  ' w 3 ] T - 2 r 2 [ ~ 2 ~  3]T"11/( fi (T - 2 t ' ) ! )  
i = l  

avec 

T = t' + t 2 +  t 3 ,  [w'w']= w;w: -w;w:, (46) 
oh ( r :  p) sont les coefficients de couplage du groupe SU(2), et nous obtenons 
l'expression des symboles 3(Ap) du groupe SU(3), avec p = 0, qui s'icrivent: 

1 1  r 2  13  

A ' O  A2p2 A3p3 A ' O  A2p2 A3p3 t 2  t 3  
(47) 

avec ((U') = ( y '  t i  t i  1. 
Le premier facteur du second membre de l'expression (47) est le facteur isoscalaire 

du groupe SU(3). Nous donnons son expression en conservant les indices de Gel'fand 
h LY pour ne pas en alourdir la forme. 

;;3) ( y 5' y 2 t 2  
A ' O  A 2 p 2  

A(ki)(  - 1) h ? 3 c h ? z - s  
- - 

I I ? = 1  (A$:) 
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avec 

P = i ( A  ’ + A  + 2 p 2  + 2A + p  ’), 

ko = p - ( A  +p3) ,  

ks = P  - ( A 3  +p3) ,  

k l =  ( A 2  + p 2  + A 3 )  - p ,  

k g  = ( A 3  + p 3  + p 2 )  - p ,  

k 2 = p  - ( A 2  + p 2 ) ,  

r = i ( h : 3 + T - h : 2  -h :2 -2 t2 ) ,  

s = i (T  -2 t3 - hi2- h:2+ h:3), 
2 2  3 2 2  i = k o -  r -s, 

j 3  = h:2+ h:2- h:3 +s ,  

Les symboles 3(Ap) du groupe SU(3) sont factorisCS en produit de deux coefficients, 
le symbole 3(t) de SU(2) et le facteur isoscalaire du groupe SU(3). Nous obtenons 
une expression du facteur isoscalaire qui ne comporte pas de sommations. La com- 
paraison entre notre expression et celle obtenue d’abord par Moshinsky (1962) et 
ensuite par Resnikoff (1967), qui comporte cinq sommations, montre l’importance 
considkrable de notre technique de calcul. 

il= hi3 - h l z  - r ,  j 2  = h 22 + h 1 2  - h 13 + r 
3 

j4 = h 1 3  - h:2 -s .  

6. Conclusion 

Nous avons construit de deux manieres diffCrentes la fonction gCnCratrice de la base 
de la reprksentation des groupes unitaires. D’une part, nous utilisons les rCsultats de 
la mCthode infinitksimale (Nagel et Moshinsky 1965) et la propriCtC des fonctions 
gCnCratrices que nous avons Ctablie, d’autre part nous construisons cette fonction par 
un calcul de rCcurrence et utilisation des fonctions noyaux. Disposant ainsi de deux 
dCveloppements diff Crents de la fonction gCnCratrice de la base de la reprksentation 
des groupes unitaires nous obtenons deux expressions diffkrentes des invariants de 
Weyl exprimCes en termes de parametres de la fonction gCnCratrice et en comparant 
les deux expressions nous diterminons les coefficients de couplage des groupes uni- 
taires. I1 est important de souligner que notre mkthode est une mCthode globale ne 
faisant pas appel aux opkrateurs Cchelle dans la dktermination des invariants de Weyl. 

L’application de notre mCthode au calcul des coefficients de couplage du produit 
direct [A ‘01 0 [A2p2]  du groupe SU(3), dont Moshinsky calcule une expression qui 
comporte cinq sommations, nous donne ces coefficients sous la forme d’un produit 
de deux termes, oh I’un des facteurs est le symbole 3-j du groupe SU(2) et l’autre 
terme est le facteur isoscalaire du groupe SU(3). I1 est important d’observer que 
l’expression du facteur isoscalaire du groupe SU(3) que nous obtenons ne fait intervenir 
aucune sommation. Ceci montre l’intCr&t fondamental de notre approche. Nous 
menons A bien, les calculs de tous les coefficients de couplage, des groupes SU(3), 
SU(4), SU(5) en appliquant notre mCthode parce qu’ils prisentent un grand inter& 
en physique. Nous nous proposons d’utiliser notre mCthode dans le calcul des 
coefficients de couplage des groupes orthogonaux, symplectiques et autres groupes 
semi-simples. 
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